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MATHEMATICS 
UBER EINE VERALLGEMEINERIJNG ZWEIER SliTZE 
VON G. G. LORENTZ 
VON 
P. c. SIKKEhfA 
(Communiceted by Prof. R. TIBXMAN 8t the meeting of April 26, 1976) 
1. EINLEITUNQ UND DIE LORENTZSCHEN S~~TZE 
In seinem Buoh “Bernstein Polynomials” leitet G. G. LORENTZ [l] zwei 
SMze iiber Glieder her, die in der Deflnition des &en Bernsteinsohen 
Operators B, auftreten. Wie bekannt vorausgesetzt wird, ist es iiblich 
den Operator B,: C[O, I] + C[O, I] so zu deflnieren, dasz B, jeder Funk- 
tion f(t) E C[O, I] das Bild 
zuordnet, wo 
(2) $hk(X) = 0 
; zE(l-x)%--k (n=l, 2, . . . . k=O, 1, . ..). 
Lorentz beweist dann folgende zwei Satze & und Ls: 
SATZ Ll ([l], Satz 1.5.2, S. 16). Fiir festes 2 mit O<x<l, festes or>4 
geniige die natiirliche Zahl k der Ungleiohung 
(3) 
Dann gilt 
Pnr(X) = 
I+a, 
V27cnx(l-2) 
wo cy,, gleichmagig fiir siimtliche k die (3) geniigen naoh Null geht, wenn 
n-+00. 
SATZ & ([l], S. 17-18). Unter den Voraussetzungen des Satzes Li 
wahle man fur n = 1,2, . . . das 8, so, dasz 
O<&Sn-“, n& 3 00 (n 3 00). 
Fti die Summe 
&W= L: Pn&) 
IW-zlSd,, 
gilt dann 
mit 
wo pn+-O wenn n-+00. 
In dieser Arbeit verallgemeinern wir diese zwei Siitze und behandeln 
eine Anwendung in der Approximationstheorie indem wir eine in [3] 
getane Mitteilung beweisen. 
2. VERALLGEMEINERUNG DES SATZES L, 
In meiner Arbeit “ober die Schurerschen linearen positiven Opera- 
toren” [3] betrachte ich u.m. folgende Verallgemeinerung der Bernstein- 
schen Operatoren B,. Es sei C, : CIO, l] --f C[O, l] (n = 1, 2, . . .) der lineare 
positive Operator, der jeder Funktion f E C[O, l] das Bild 
in C[O, l] zuordnet, wo die P,&x) durch (2) gegeben sind, 
x(n)=n+a(n), a(n)ZO, lim - dn) =-J . 
nem n 
Im Zusammenhang mit diesen Operatoren Cn kann man die im Satz Ll 
durch Bedingung (3) zugelassenen Werte von k ersetzen durch die Werte 
von k die einer Ungleichung der Form 
ii 
I I 
- -x <y(n) 
x(n) 
geniigen, wo v(n) eine passend gewiihlte Fur&ion von n ist (n= 1, 2, . ..). 
In dieser Weise entsteht eine Verallgemeinerung des Lorentzschen Satzes 
&. Sie lautet 
SATZ 1. Bedinpnpn : 
1. Es sei x(n)=n+a(n), a(n)80 (n=l, 2, . ..) und 
(6) a(n) = 0 vn (n --f 00). 
2. Die Fur&ion q(n) sei fiir n = 1, 2, . . . e&l&t, positiv und sie geniige 
fiir n --f 00 den Relationen 
(7) n*g3(n)=o(l) 
(8) 44 944 =0(l). 
3. Fiir festes x mit 0 <x < 1 geniige die natiirliche Zahl k der Un- 
gleichung (5). 
6 Indagationes 
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Behauptung : Fur alle geniigend grosze Werte von n gilt 
(9) z&&k(X) = l+h W 
V27cnz(l -x) 
exp - 
[ 2$-z) (& -$I 
wo r(n, k) gleichmll3ig fur siimtliche k die (6) geniigen, nach Null geht 
wenn n+oo. 
BEMERKUNB. In Spezialfall a(n) = 0 (n = 1, 2, . . .) liegen die Bernstein- 
schen Operatoren B, vor und Satz 1 reduziert sich zum Lorentzschen 
Satz LI, wo allerdings unsere Bedingungen (5), (7) noch etwas allgemeiner 
sind ala die Lorentzschen (3). 
Fur die Beweismethode des Satzes 1 stiitzen wir uns auf die Lorentzsche 
des Satzes LI. 
LEMMA 1. Fur 05~~1 und fiir o~w$& gilt 
1% (1+4=u(l++1U), log (1+u)=u-gus(l+&sU) 
log (l-V)= -w(l+*&*w), log (l-v)= -w--gwyl+&4w). 
wo 
l4SL I&2,r$, lESl5 4, 18441 s y. 
BEWEIS. Man braucht nur die Taylorschen Entwicklungen fiir log 
(1 +u) und log (1 -w) mit bzw. 2, 3, 2 und 3 Gliedern, wo das letzte Glied 
das Restglied ist. 
BEWEIS DES SATZES 1. Der Beweis verliiuft in neun Schritten. 
Schritt 1. Die Gestalt von ~,&). Wenn n + 00 strebt wegen Be- 
dingung 1 such x(n) nach Unendlich und wegen Bedingung (5) ist such 
k + 00 ‘wenn n + 00. Es gilt weiter 
( 
n-k=X(n)-a(n)-k=X(n)-a(n)-xX(n)-&by(n) x(n) 
(I&k1 < 1) 
und weil 1 - x > 0 folgt wegen Bedingungen 1 und 2 dasz such n-k + 00 
wenn n + 00. Deshalb dtifen wir in (2) die Stirlingsche Formel 
m ! = ewmmm++ * eefi” (0<8< 1) 
anwenden und erhalten 
fhhitt 2. Untersuchung von H,,r. Es gilt 
1 1 
exp - 12k - 12(n- k) 
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also 
1 
exp --iii 
t(n)(x+Bnrm(n))(l~X- gi - hB(n)) 
Weil x fest ist mit 0 <x < 1 folgern wir hieraus, dasz gleichm&l%g fiir 
samtliche k die (5) geniigen &k(x) + 1 wenn 72 + 00. 
Schnitt 3. Untersuchung von .&k. Wir haben 
n n 
1 n 
)I’ 
Aus der Gestalt dieser Form folgt, dasz 2q(n)x( 1 -x)&k += 1 und also 
such 
2-(l-x)ki,& -+ 1, 
gleichm&g fiir alle k die der Bedingung (5) geniigen. 
Schnitt 4. Unterauchung von &k(x). Wir haben 
Bnk(x)= ($ pJ_, 
also 
log &k(x) = k log ; 
n-k - +(n--k) log - 9 n(1 -x) 
wo wir n so grosz gewlihlt denken, dasz k > 0 und n - k > 0. Das ist wegen 
(5) der Fall wenn bzw. 
44 44 y(n)<x und y(n)<l-x- - =1--s--. 
x(n) 
Sagen ti dasz dies eintrifft fur nBi’?l so ist 
- log B,,,Jx)=k log 
k 
- . x(n) + - 
xx(n) n I 
x(n) - k x(n) n-k + (x(n) - k) 1% (l-x)x(n) * 72 
.P 
-(x(n)-n)log n(l-x) 
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Wir bemerken, dasz im Spezialfall Satz Ll von unserem Satz 1 nur die 
Glieder II und III auftreten weil dann x(n) =n ist. 
h/mitt 5. Asymptotisches Verhalten von II + III. 
II+III=k log &) + w+-k) 1% (f-J);;) 
=W++~($j-x)] +(~(n)-k)log(l-~(~-x)) 
=klog (l+u)+(~(n)-k) log (1-v). 
Unter Verwendung von Lemma 1 haben wti nun 
II+III=k(u-+&-g 32U3}-(X(+--){~+&~2++E4V3} 
Nun ist es klar, dasz ftir die Glieder zwischen Akkoladen gilt 
34 ‘+ + 2(1-x)3 $ 3x3 8 3(1 -x)3 =D 
wenn nur 1~1 gi, dh. wenn nur fiir die auftretenden Werte von k gilt 
Iwx(n))--4 ~SCl-4 und diese Ungleichung ist erM.lt wenn q(n)5 
d +( 1 - x). Wegen Bedingungen (7) und (8) ist diese letzte Ungleichung 
erfiillbar, sagen wir dasz es dies der Fall ist fiir n 2 Ns. Also ist dann fti 
n2 max (NI, Nz) 
+&Dx(n) WV < 1) 
+&D x(n) +Vn) (P2l< 1). 
Das bedeutet, dasz wir schreiben diirfen 
2 (1 +cdn, k)) 
wo cr(n, k) gleichmlfiig fiir alle k die (5) geniigen, gegen Null strebt wenn . 
n+co. 
81 
8chritt 6. Asymptotisches Verhalten von I +IY. 
I+W=x(n) log x0 +(x(n)+ log ---k 
n 
u(n) k 
=x(n) log I+ ( ( +) +(lA.)logl-~;~) 
x<n, 
=x(n) log If ( ( g+(l--&)log(l- ,p )). 
2% 
Es sei nun n so grosz gewlihlt, sagen wir nZNs, dasz fiir alle diese n 
W 
fdn) 
w 
<l und OS 
x0 
1-L 
la 
x(4 
fiir alle Werte von k mit (6). Dann ist wegen Lemma 1 
u2(n) W4 1 1 =- * n -ts-y 
1+ 4n) * - l-x+x-k 
n x(n) 
Wenn nZN2 ist v(n)S&(l--s), also I-x+x--k/X(n)z&(l--z). Das be- 
deutet, dasz wegen Bedingung (6) 
I-+IV=~(n, k) 
wo c2(n, k) gleichmlil3ig fiir slimtliche k die (5) geniigen, nach Null strebt, 
wenn n-too. 
Schritt 7. Asymptotisches Verhalten von V. 
1-E 
V=(x(n)-12) loge% =a(n)logrz 
k ka(n) 
=u(n) log l- x0 -” nxW 
l-x 
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wegen Lemma 1 wenn nur n so grosz gewlihlt ist, sagen wir nzN4, dasz 
k 
I I 
--x +s 
x(4 
l-x ss 
ist fiir samtliche k die (5) geniigen. Dann ist fiir n 2 N4 
Wegen (5) und Bedingung 2 strebt das erste Glied gegen Null wenn n --f 00. 
Fiir das zweite Glied gilt fiir alle geniigend grosze n 
G(n) k &4 
l--x - F&j < (1 - x) x(n) = 
a2(n) 
(l-x),(1++) 
und es strebt wegen Bedingung 1 ebenfalls nach Null wenn n + 00. 
Das dritte Glied gibt fiir alle genugend grosze n 
und es strebt wegen Bedingungen 1 und 2 gegen Null wenn n + 00 und 
zwar gleichmlil3ig fti alle k die (5) geniigen. Zusammenfassend gilt fiir 
alle geniigend grosze Werte von n, sagen wir alle nz Ng 
V=e(n, k) 
wo cs(n, k) gleichmiifiig fur s&mtliche k die (5) geniigen nach Null strebt 
wenn n+oo. 
rS&titi 8. Fortsetzung der Untersuchung von &E(X) (siehe Schritt 4). 
Fti alle nh max (Nl, . . . . N5) gilt auf Grund der Schritte 4, 5, 6 und 7 
2(l+c&, k)) 
wo cq(n, k) gleichm&&g fiir siimtliche k die (5) geniigen gegen Null strebt 
wenn n-too. 
&h&t 9. Die Ergebnisse der Schritte 2-8 machen klar, dasz es eine 
natikliche Zahl NS gibt, derart dasz wir auf Grund der Formel (11) fur 
alle nl Ne schreiben diirfen 
1 + c5h k) 
Pnkkd = v2n n x(1 -x) exp 
[ 
- 2$:x) (& -x)1 
wo cg(n, k) gleichmliSig fiir sllmtliche k, die (5) geniigen, nach Null strebt 
wenn n+oo. 
Weiter ist 
exp - 
[ 2~~x,(&~~l:e~~[- 2x(~-x)(&-qJ 
[ 
44 k 
( > 
2 
= exp - 
22(1-X) x(12) --5 
und 
wenn n -+ oo wegen Bedingung 2. Weil n/(x(n)) -+ 1 wenn n + 00, folgt 
hieraus die Behauptung des Satzes 1. 
Damit ist Sate 1 bewiesen. 
3. ERQ&ZUNQ DES SATZES 1 
Wir machten nun in Satz 1 die Bedingung (6) lockern und beweisen 
SATZ 2. Bedingungen: 
1. Es sei x(n)=n+or(n), or(n)20 (n=l, 2, . ..) und es gelte 
lim I - =q (#Sa<l; q>O). 
Se= n 
2. Die Fur&ion y(n) sei fiir n= 1, 2, . . . e&l&r& positiv und sie geniige 
der Relation 
n’y(n)==o(l) (n 3 c0). 
3. Fiir festes x mit 0 ~2 < 1 geniige die natiirlicthe Zahl k der Un- 
gleichung 
Be7muptmg: Fiir alle geniigend grosze Werte von n gilt 
PT&) = 1 f An, 4 exp 
Px 
1/2nn x(1-x) 
--n&-l- 
2(1-x) 
wo p(n, k) gleichmal3ig fur siimtliche Werte von k die (13) geniigen, nach 
Null strebt wenn n --f ~0. 
BEWEIS. Die Schritte l-4 des Beweises von Satz 1 bleiben unver- 
iindert. Schritt 5, wo das asymptotisches Verhalten der Summe I+11 in 
(12) studier% wird musz im Sohritt 5’ fortgesetzt werden. Die Schritte 6, 
7, 8 und 9 werden durch die Schritte 6’, 7’, 8’ und 9’ ersetzt. 
Schritt 5’. Ala Fortsetzung von Schritt 5 benutzen wir Bedingung 2 
und erhalten dann fiir alle geniigend grosze n 
II + III = cg(n, k)k-20 
a4 
wo cg(n, k) gleichm&Sig fiir alle k die (13) geniigen gegen Null strebt 
wenn w+oo. 
Schritt 6’. Asymptotisches Verhdten von I +IV. Wegen der Be- 
dingung 2 existiert eine Funktion ,u(n) =on* (n += co) derart, desz 
a(n)=qn”+p(n) (n= 1, 2, . ..). 
Dann hat man 
x(n) 
I+IV=x(n) log 12 +(x(n)-k) log ek 
- -w  
=x(n) log 1+ (  (  ~)+(l---&)log~~~ :‘““I) 
x0 
m(n) 
=(n+pn”+C”(n))(log (1+4+~~~-‘)+(1--&Jlog(l-~) 
1-k 
x(n) 
Wenn v(n)$i(l-X) so gilt 
4n) 44 
n+ar(n) n 
OS----- s s 44 2 -.- 
1 
k l-x+X--k 
n l-x 
-- 
x(4 x(n) 
und es existiert wegen Bedingung 1 eine natiirliche Z&l NT derart, dasz 
fiir slle n 1 NT gleichmlil3ig fiir alle k mit (13) gilt 
44 
n+a(n) 
OS- 
1-L 
St und 
x(n) 
Wir diirfen dann fiir nl NT Lemma 
44 zugleich T < 1. 
1 anwenden und erhalten 
-4 (pfi’nfin-“)2 _ 
44 dn) 
-,-(“+:~~~n-“)3-~~(~+~~ 
x0 
+qyg2)] 
x(n) 
=(n+W+p(n)) [$i + ‘$ --4X- +4(n)- nl~~~~~~~n-a - nz w 
!4+An) no 
-’ (nlmu+q+p(n) n-u)2 ’ l 
l-x+2- -L 
+dz(k 4 1 x(4 
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=(n+qTf+p(n)) 
[ 
-& + p+ -*"2 ++)- --& - +) n2 20 
+& q2 +dd+fp * 1 
l-x+x- A- 
+d4(k,n)tdz(W] 
x(n) 
=(n+@+&)) [(t- &)$I& + d&r, k)] 
!12” =-- 
2(1-x) np”-l+c&(n, k). 
Dabei streben dr(n), . . . . &(n, k) alle fti samtliche 
l/nf4-2~ nach Null wenn n + 00, und &(n, k)/+-1 
nach Null strebt. 
&h&t 7’. Asymptotisches Verhalten von V. 
k mit (13) schneller als 
gleichmlfiig ftir jene k 
1-t 
V= (x(n) -n) log en =ar(n) log - l-x 
= a(n) log l- 
Wie im Schritt 7 existiert eine natiirliche Zahl N8 derart dasz wir fur 
all n B Ns Lemma 1 anwenden dtirfen und fiir diese Werte von n ist dann 
V= -cc(n) --x+~)+&2(-&x+~)J 
=- 
Wegen Bedingungen 1 und 2 ist das erste Glied o(1) wenn n --+ 00. Also ist 
p= _ 2 (qn’+i4n))2 
1-X n 
P2” = - - nF1+d7(n) - w (&y(n) + ‘~~~‘“‘)’ 
l-x 
(wegen Bedingung 1) 
q2x E---n 
l-x 
a-1+d&, k) 
wo &(n)/(n2u-1) --f 0 wenn n + 00 und ds(n, k)/+-1 gleichmll3ig fiir alle 
k die (13) geniigen, gegen Null strebt, wenn n -+ 00. 
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Schritt 8’. Aus den Schritten 4, 6’, 6’ und 7’ folgt, dasz wir fiir alle 
geniigend grosze Werte von n schreiben dtirfen 
- log &k(X) = q2 x - n2y 1+ c&a, k)) 
2(1-x) 
wo c&, k) gleichmaibig fti alle k die (13) geniigen gegen Null strebt 
wenn n--f 00. 
Schritt 9’. Die Ergebnisse der Schritte 2-4, 5’-8’ machen klar, dasz 
wir auf Grund der Formel (11) fiir alle geniigend grosze Werte von n 
haben 
f&k(X) = 
1 +c?(n, W 
v2n&q x( 1 - 2) 
e=P 
$x --n@J-l_ 
2(1-x) 2;Px, ($j -9 
wo cT(n, k) gleichmal3ig fiir alle k mit (13) gegen Null strebt. Auf ahnlicher 
Weise wie im Schritt 9 im Beweis des Satzes 1 k&men wir dann auf 
die Richtigkeit der Behauptung des Satzes 2 schlieszen. 
4. ZWEI ANDERE ASYMPTOTISCHE AUSDRUCKE FUR p%&(X) 
SATZ 3. Unter den Bedingungen des Satzes 1 gilt fiir alle geniigend 
grosze Werte von n such 
wo y(n, k) gleichmlil3ig fti alle k die (5) geniigen, gegen Null strebt wenn 
n+co. 
BEWEIS. Wir setzen 
Dann ist wegen (9) offenbar fiir alle geniigend grosze Werte von n 
~44 = P&) (1 + rh k)), 
wo y(n, k) gleichmaI3ig fur siimtliche k die (6) geniigen, gegen Null strebt 
wenn n+oo. 
Notieren wir das rechte Glied von (14) ohne den Faktor (l+ y(n, k)) 
mit &k(x), so ist 
wo 
I I(n, k, u) = exp - (15) 2s(Ls) (- (& -q +(u--2)2)] = exp [Zz(l”-,, (&) -9(2& -2x-(& -+>1 * 
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Man hat nur aber 
k I I 1 k x0 -u $ - und - -x=t&v(n)=an-+, x(4 x(n) 
gleichm&g fur alle k die (6) geniigen wegen (5) und (7). Das bedeutet 
dasz der Ausdruck zwischen eckigen Klammern in (15) gleich o( 1) ist wenn 
n + 00 und zwar gleichmlil3ig in u mit k/X(n) 5u$ (k+ 1)/x(n) und gleich- 
ma&g fur alle k die (5) geniigen. Fur diese Werte von u und k strebt 
I(n, k, u) also gleichm@ig gegen 1 wenn n + co. 
Damit ist Satz 3 bewiesen. 
SATZ 4. Unter den Bedingungen des Satzes 2 gilt fiir alle geniigend 
grosze Werte von n such 
pnk(x) = 
n 
exp 
Px - 
2nz( 1 - 2) -n20-1 1 . 2(1-x) 
(k+l)/%b) s exp - 
k/z(n) [ 
2xtln_zJ (u-&J h(l +e(n, 4) 
wo e(n, k) gleichmiil3ig fiir alle k die (13) geniigen, gegen Null strebt 
wenn n+cu. 
Der Beweis verlauft dem des Satzes 3 iihnlich, weshalb wir ihn unter- 
driicken. 
5. UBER ~EWISSE SUMMEN MIT pnk(x) ALS GLIEDER 
In diesen Abschnitt betrachten wir fiir alle geniigend grosze Werte 
von n Summen der Gestalt 
&(x) = I: $&k(x) (&b> 0). 
I(k/r(n)) -elS d,, 
SATZ 5. Unter den Bedingungen des Satzes 1 und unter folgenden 
Bedingungen beziiglich & : 
O<&<dn), n& 9 00 wenn n + 00 
gilt die Aussage 
mit on-+0 wenn n+oo. 
BEMERKUNO. Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung eines Lorentz- 
schen Satzes ([l] S. 17-18) weil unser Satz 1 eine Verallgemeinerung das 
Lorentzschen Satzes Li ist. 
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BEWEIS. Mit Imentz diirfen wir auf Grund des Beweises von Satz 3 
schreiben 
d 
n (k~+l)/%(n) 
= 
S 
2m(1 -x) k’lfin) 
wo k’ die kleinste natiirliche Zahl k mit k/X(n) 2 x - 6, und k” die grijszte 
natiirliche Zahl k mit k/X(n) 5 2 + 13% bedeuten. (Fiir alle geniigend grosze 
Werte von n existieren k’ und k”; die Abhilngigkeit von n Iassen wir 
einfachheitshalber nicht zum Ausdruck kommen). Dann ist also 
Wir setzen nun 
und zeigen dasz 
(17) 
und zwar gleichmal3ig fur alle k die der Bedingung (5) genugen. Es gilt 
I%&) 1 
Tn(z)- 
l= IRlak(x)-Tnx)I 52 x(n) *+a, - 
Tn(X) ( 
J exp 
a-d,, 2x(ymx) w2] au)-’ 
I x(n) [ exp - 2xtrsxs) t2 [ I) 
-1 
= at - 
= 1/2x( 1 -x) x(n) ye--$ aql mit D, = 8, 2x(y- x) . 
Es ist Mar dasz der Ausdruck zwischen geschweiften Klammern gegen 
unendlich strebt, wenn n&, + 00 und das haben wir voraus gesetzt. Damit 
ist (17) bewiesen und deshalb gilt 
&(4 = T&) (1 + cg(n)) 
wo co(n) gegen Null strebt wenn n + co. Daraus folgt, dasz wir schreiben 
diirfen 
S,(x) = 2 2nx;-4;exP [- 2x(;-x)4 au (l+ad 
= $ Tees2 av (l+~,) 
wo us+0 wenn rt+oo. 
Damit ist Satz 5 bewiesen. 
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SATZ 6. Unter den Bedingungen des Satzes 2 und unter den Be- 
dingungen des Satzes 5 beziiglich 6,, gilt die Aussage 
(18) &a(Z) = s exp [ - &) nw-11 pPZdv, 0,=&l/ n 24 1 - x) * 
Der Beweis verlliuft dem Beweis des Satzes 6 analog, weshalb wir ihn 
unterdriicken. 
SATZ 7. Unter den Bedingungen des Satzes 5 sowie unter denen das 
Satzea 6 ist es mSglich die Zahlenreihe (6,) so zu wlihlen, drtsz S&c) + 0 
wenn n-+00. 
BEWEIS. Unter den Bedingungen des Satzes 5 kann man die 6, aus- 
zerdem so wBhlen desz &l/n + 0 wenn n + 00. Aus der Definition von 
D, in (16) folgt dann dasz D, -+ 0 wenn n --f 00 und das bedeutet daaz 
B,(z) -+ 0. 
Unter den Bedingungen des Satzes 6 unterscheiden wir die Flille u= 4 
und & < c < 1. Im Fall (I = & w&hlen wir die 6% wieder so dasz 6&n + 0 
wennn-too. D&M istwegen (18) wieder S&)+0. ImFall a<c<l gilt 
wegen des exponentiallen Faktors vor dem Integralzeichen in (18) dasz 
unter den Bedingungen des Satzes 6 immer S,(x) + 0 wenn n + co, 
6. ANWENDUNQ IN DER A~PROXIMATIONSTHEOBJE 
Bekanntlich [3] existiert fiir die in (4) deflnierten Operatoren C,: 
C[O, l] --f C[O, l] ein Paar Konstanten Ki, Kz > 0, unabhSingig von 
f E C[O, l] und unabhgngig von n (n= 1, 2, . ..) derart, dasz gilt 
(19) 
falls ol(n)=O m und 
falls cx(n)/ne=O(l) (&<o<l). 
Dabei bedeutet o(6) (6~ 0) den Stetigkeitsmodul 
Formel (37), folgt namentlich, dmz man z.B. setzen 
a2(n) Ki=l&+a, a= max 12 
+I-LP.... 
44 
von f(t). Aus [3], 
kann 
Es seien nun XI und x2 die unteren Grenzen der Mengen aller Zahlen 
Kl und Kz fur welche die Formeln (19) und (20) giiltig sind. 
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SATZ 8. Es gilt xi h 1 und x2 h 1. 
BEMEREUNB. In Fall a(n) = 0, also x(n) =n (n= 1, 2, . ..) liegen die 
Bernsteinschen Operatoren B, vor. Fiir diesen Fall ist das exakte Wert 
von x1 bereits bekannt; siehe [2]. 
BEWEIS DES SATZES 8. Wir betrachten fiir jedes n = 1,2, . . . die 
Funktion jr(t) welche wie folgt definiert ist; in einem Punkt z E (0, 1) ist 
f&)=0; es sei (6,) (n=l, 2, . ..) eine Folge positiver Zahlen, derart, dasz 
[z- &, z+8,] C (0, 1) und den Bedingungen des Satzes 5 genugend, 
sowie 6, In + 0 wenn n + 00. Dann ist 
auf Grund des Satzes 7. 
Wegen der Wahl der Zahlen Bn ist in dem in Satz 5 betrachteten Fall 
o( l/vn) = 1, was bedeutet, dasz die Zahl xi 2 1 ist. 
In dem in Satz 6 betrachteten Fall wlihlen wir die Zahlen 8% iiberdies 
noch so, dasz 0 ~8,s l/n 1 - s. Dann ist in diesem Fall w(l/nl-0) = 1, also 
XgZl. 
Damit ist Satz 8 bewiesen. 
BEMERKUNO. Was & anbetrifft ist damit eine Mitteilung bewiesen 
die wir in unserer Arbeib [3] auf S. 248 getan haben. 
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